El espectro emitido por el H y por el
He.

En este capitulo estudiamos el transporte radiativo en el H y el He.

3.1 Introduccién

A radiacién emitida por cada elemento de volumen en la nebulosa depende

de las abundancias quimicas (determinadas por la historia evolutiva del
gas), y de las condiciones locales de ionizacion y temperatura (determinadas a
su vez por el campo de radiacién y las abundancias).

Los rasgos mas distintivos en los espectros de las nebulosas son las lineas
en emisién, muchas de las cuales se producen por excitacion colisional, como se
ha visto en el capitulo anterior. Muchas de las lineas de emisién mads intensas
ocurren en el éptico, otras lineas importantes caen en el ultravioleta o en el
infrarrojo lejano; dependiendo de las condiciones fisicas en la nebulosa el enfri-
amiento ocurrird mayoritariamente en uno u otro rango espectral. Aunque en
la actualidad tenemos acceso a todo el espectro electromagnético, mediante la
combinacion de observatorios en superficie y en érbita, atn es dificil el acceder
a todo el espectro emitido por una nebulosa, para poder simplemente sumar la
radiacién y asi poder obtener el enfriamiento de la misma.

Este capitulo trata sobre el calculo del espectro emitido, tanto en lineas
como en el continuo, por el hidrégeno y el helio.
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3.2 El espectro de recombinacién: las lineas de emisién

El espectro del hidrégeno se emite en la recombinacién y en las desexcita-
ciones radiativas subsiguientes hasta el nivel fundamental. Para calcular la
energia emitida en cada una de estas transiciones radiativas, hay que conocer la
poblacién de cada nivel nl, para lo cual se ha de plantear y resolver la ecuacién
del equilibrio de poblacién del mismo. En el limite de baja densidad, los tnicos
mecanismos de poblacién y despoblaciéon de un nivel son las recombinaciones
directas al mismo y las desexcitaciones radiativas desde niveles superiores hasta
ese nivel. La ecuacién de equilibrio de poblacién para un nivel nl es

ng+neom (T) + Z Z N1 Aptpt pl = Tl Z Z Ap i (3.1)

n!>n l'=l+1 nl<nl"=l+1

donde las sumatorias contemplan que, de acuerdo a la regla de Laporte, la
diferencia de momento angular orbital entre los niveles de partida y de llegada
ha de ser la unidad.

Bajo la hipétesis de equilibrio termodindmico?, la ecuacién de Saha indica
la poblacién relativa entre dos estados de ionizacién consecutivos de un mismo
atomo, y la ecuacién de Boltzmann las poblaciones relativas entre dos niveles
de un mismo ién,

3/2
NE+Te _ (271'77sz> i (3.2)
T gro h
ngo Wig

donde m es la masa del protén, x la constante de Boltzmann, h la constante
de Planck, T' la temperatura del plasma, x, la energia de excitacién del nivel
ny hvy = 13.6 eV. El peso estadistico del nivel nl es w,; = 21+ 1, y el del nivel
fundamental wy; = 1. Despejando n,; de estas dos ecuaciones, se obtiene la
siguiente expresién para la poblacién del nivel nl en equilibrio termodinamico

h2 3/2 Xn
n,E;lT = (2l + 1) (W) e_WnH+ e (3.4)

donde X,, = hv; — X, = hv1/n? es el potencial de ionizacién de un dtomo de
hidrégeno excitado en el nivel n.

!En el limite de baja densidad, esta hipétesis no es correcta, pero se utiliza sélo para
facilitar el célculo.
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Esta expresién para el calculo de la poblacién del nivel nl no es vélida fuera
del equilibrio termodindmico. En general

Npl = bnlnyEL‘ZT (35)

donde b,,; es un factor que indica cuan lejos esta la poblacién del nivel nl de la
que le corresponderia en equilibrio termodinamico. Insertando las ecuaciones
3.4y 3.5 en 3.1, se obtiene la siguiente expresion

an [ 2wkT 21 +1 Xyu—Xn
_— b IIA 1
2l—|—1< 5z ) -I-Z Z ! l,nl2l_|_1 —%T
n'>nl'=l+1
= bnl Z Z Anl,n”l” (36)
n'<nl"=l+1

A primera vista, puede parecer que no se ha ganado nada al substituir b,; en
3.6 por n,; en 3.1, pero hay una diferencia. Efectivamente, aunque los niveles
inferiores del dtomo de hidrégeno, dada la diferencia de energia tan grande
entre ellos, no estaran, en general, en equilibrio termodinamico, a medida que
aumenta el valor de n la diferencia de energia entre los niveles es menor, de
manera que, para una densidad dada, habra un nivel ngr, por encima del cual
se pueda suponer que las poblaciones relativas entre los niveles si estardn en
ET. Sea nl = ngr — 1 el primer nivel que ya no estd en ET; los factores b,
en la sumatoria a la izquierda de la ecuacién 3.6 son cada uno de ellos igual a
la unidad, puesto que n’ > n, de manera que se puede computar el valor de b,;
directamente. De esta manera, trabajando desde ng7 hacia abajo se pueden
calcular todos los valores de b,,; y, por tanto, la poblacién de cada nivel, n,;, en
la ecuacién 3.5.

Conocida la poblacién de cada nivel, es posible calcular la energia radiada.
El coeficiente de emision en una linea espectral viene dado por

n—1
j‘n‘n' = h:’;n' Z Z nnlAnl,n’l’ (37)

=0 l'=l+1

Notese que en el H los distintos subniveles [ dentro de un mismo nivel n
estan degenerados en energia. Por esta razén una misma linea de emisién puede
generarse mediante varias transiciones diferentes entre dos mismos niveles, n —
n/, pero entre subniveles diferentes, siempre que se cumpla la regla de Laporte
" =1+ 1. De ahi la doble sumatoria en la ecuacién 3.7.
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Es conveniente definir el coeficiente de recombinacion efectivo para una linea
de emisién, o/, como
nn

n—1
nH+nea2{j = Z Z nnlAnln’l’ (38)
=0 l'=l+1

es decir, que indica todas las recombinaciones que dan lugar a a una linea nn'.

Teniendo en cuenta la ecuacién 3.7, esta ecuacién se convierte en

eff 47Tjnn’

nn!
hl/nnl

NE+ N (3.9)

El coeficiente de recombinacion efectivo para distintas lineas puede encon-
trarse tabulado en funcién de la temperatura electrénica. De esta manera, si se
mide la intensidad de una linea de emisién, por ejemplo Ha, y se divide por el
volumen de la nebulosa, se puede obtener una estimacion de su densidad media.

Para hidrogenoides de carga atémica Z, el coeficiente de recombinacién hasta
el nivel nl a una temperatura 7', estd relacionado con el correspondiente del
hidrégeno a la temperatura 7'/Z% mediante

ani(Z,T) = Zan(1,T/Z% (3.10)

Como las energias se relacionan como hv,, (Z) = Z%?v,,(1), entonces la
relacién entre emisividades es jpn (Z,T) = Z3jnn (1, T/Z?). Por ejemplo, para
el helio esto implica que a(H,T) = a(He, 4T).

3.2.1 El efecto de las colisiones

En la seccién anterior se ha despreciado el efecto de las colisiones en la poblacién
de los niveles. Debido a la degeneracion energética entre subniveles de un mismo
nivel en el H, los primeros efectos de las colisiones conllevan la redistribucién de
las poblaciones entre distintos [ dentro de un mismo n. Tanto los protones como
los electrones pueden colisionar con el H® para producir el cambio de subnivel,
pero la seccién eficaz de los protones es mayor. En este caso, la ecuacién 3.1 se
transforma en

)
nH+neanl(T)+ E E nn’l’An’l’,nl‘I’ § nnl’nH+Cnl,n’l’
n!'>nl'=l+1 4

n—1
= Nnl ( Z Z Anl,n”l” + ZnH+Cnl,n”l”) (311)

n''=11"=[+1 "
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TABLA 3.1— Niveles del H® con sus subniveles en equilibrio de poblacién por colisiones

(T. = 10* K).

ng+ 10° 100 1
ng 15 30 45

donde C); 1 son los coeficientes de transicién por colisién y ng+Chy e la
probabilidad asociada. Notese que las sumatorias en I’ o {" asociados a los
términos colisionales no estan restringidas a un cambio de una unidad, ya que
al ser transiciones colisionales no tienen que obedecer la regla de Laporte.

Cuando la densidad de protones es elevada, el término de colisiones domina
en la ecuacién 3.11 y las poblaciones relativas entre los distintos subniveles [,
dentro del mismo nivel, vienen dadas por el cociente de sus pesos estadisticos?.
Para niveles mas altos en el HO la seccién eficaz de cambio de subnivel por col-
isiéon aumenta, mientras que los coeficientes de Einstein para la desexcitacién
radiativa disminuyen. Por lo tanto para niveles con mayor energia de excitacion
el equilibrio de Boltzmann describe con mayor precision el equilibrio entre las
poblaciones relativas de los subniveles. A partir de un cierto nivel, que de-
nominamos 1., podemos considerar que esto es exacto. Para un plasma con
T. = 10* K, la Tabla 3.1 muestra, en funcién de la densidad de protones, los
valores limite n. donde esto se cumple.

3.3 Las matrices de probabilidad
3.4 Transporte radiativo en las lineas

Para la mayoria de las lineas emitidas en una nebulosa no hay ningin efecto de
transporte de radiacién, ya que la nebulosa es transparente para las mismas, y
esta radiacién escapa sin sufrir alteracién. Sin embargo, para las resonancias
de los atomos e iones mas comunes la nebulosa es parcialmente opaca, por lo
que hemos de tener en cuenta la dispersién y la absorcién de estos fotones para
calcular la intensidad emergente.

3.4.1 Transporte radiativo en el H

El caso limite de baja densidad descrito en las secciones anteriores se conoce
como caso A, en el que se supone que todos los fotones producidos en la neb-
ulosa escapan de la misma sin absorcién y, por tanto, sin causar excitaciones

ZDebido a que el factor exponencial en la ecuacién de Boltzmann se hace unidad, por ser
la diferencia de energia nula.
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radiativas. Este caso es de poca utilidad, ya que las nebulosas en las que el caso
A se aplica son tan tenues que apenas son visibles.

Las nebulosas que observamos tienen en realidad valores elevados de la
opacidad al menos en las lineas de la serie de Lyman, 7r,,. Veamos por qué es
esto asi. La seccién eficaz de absorcién de un fotén de esta serie, ag(Ly,), viene
dada por la expresién

3 1/2

ao(Ln) = 32\—;1 (27:57’) Anp.1s (3-12)
donde A,; es la longitud de onda de la transicién, y los demas pardmetros
tienen su significado habitual. Para una nebulosa limitada por radiacién, a una
temperatura Te = 10* K con un espesor 6ptico unidad en el limite de la serie,
To = 1, se obtiene® 17, = 10%, TLg = 103, ..., 708 = 100, 7118 = 10. Es decir,
en cualquier nebulosa 'normal’, en la que se absorben los fotones ionizantes
(to = 1), el espesor éptico en las lineas de serie de Lyman es muy elevado.
Esto significa que la probabilidad de que uno de estos fotones emitidos en la
desexcitacién radiativa sea absorbido es muy alta. En cada absorcién de uno
de estos fotones de Lyman, existe una probabilidad no despreciable de que el
nivel excitado se desexcite via la emisién de un fotén de una serie superior més
un fotén de la serie de Lyman.

Como ejemplo, supongamos que un dtomo de H en el estado fundamental
absorbe un fotén LS, excitando el nivel nl = 31. El nivel 31 puede desexci-
tarse al nivel fundamental emitiendo un solo fotén LS, con una probabilidad
P30 = 0.882, o puede desexcitarse al nivel n = 2 emitiendo un fotén Ha
con probabilidad Ps; 20 = 0.118, (seguido de la desexcitacién del nivel 2 via
continuo de dos fotones),

LIB — LIB P31’10 = 0.882
—>Ha—|—2'y P31’20: 0.118

Si el fotén que se absorbe es un L7,

L‘)/ — L‘)/ P41’10 = 0.843
— HIB + 2‘)’ P41’20 =0.120
—Pa+Hoa+ Lo P41,30 = 0.038

®Usando la definicién de espesor éptico (ec. 3.13).
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Esta radiacién de la serie de Lyman que se degrada en radiacién de las otras
series, ya no escapa de la nebulosa. Se dice que una nebulosa esta en el caso B
cuando el espesor 6ptico en las lineas de la serie de Lyman es muy elevado, de
manera que todos los fotones Ln que se producen en la nebulosa sufren gran
numero de dispersiones y eventualmente se degradan en uno o varios fotones de
las otras series mas un La o dos fotones del continuo?. El caso B es la mejor
aproximacién en general, aunque lo serd mejor para las lineas mas bajas de la
serie de Lyman, y la descripcién de la nebulosa se acercara al caso A a medida
que subamos en la serie, 7 — 1 para n — co.

La probabilidad de que ocurra una u otra de estas desexcitaciones radiativas
viene dada por el elemento de matriz correspondiente Coypir ¥ Prinpr de las
matrices de probabilidad C'y P. Sea Pn(Lm) la probabilidad de emitir un fotén
Lm tras la absorcién de un fotén Ln, y Pn(Hm) la probabilidad de emitir un
fotén de la serie de Balmer, Hm, tras la absorcién de un fotén Ln. En funcién
de las matrices de probabilidad

Pn(Lm) = Cnl ml Pml 10 (313)
Pn(Hm) = Cp1mo Pmo21 + Crimi Pmi20 + Crnim2 Prma221 (3.14)

Sea Rn el numero total de Ln generados en la nebulosa mediante recombi-
nacién seguida de desexcitacién radiativa, y An el nimero total de Ln que se
absorben en la nebulosa. El nimero total de Ln emitidos en la nebulosa viene
dado por

Jn = Rn+ Z Am Pm/(Ln) (3.15)

m=n
Debido a que cada fotén Ln emitido tiene una probabilidad de escape, en;
el numero total de Ln que escapan es

En=enJn=en |Rn+ Z Am Pm/(Ln) (3.16)

m=n
En estado estacionario, todos los fotones Ln emitidos en la nebulosa o se
absorben o escapan

Jn=An+En=An+enJn (3.17)

*En los bordes externos de una nebulosa en caso B, los fotones Ln que se emitan hacia
fuera de la nebulosa si pueden escapar, de manera que los espectros de nebulosas ionizadas si
que pueden mostrar lineas de emisién de la serie de Lyman, aunque relativamente débiles.
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y, despejando

o0
An=(1—-en) |Rn+ Z Am Pm/(Ln) (3.18)
m=n

Rn y Pm son conocidos de la teoria de recombinacién (cf. secciones anteri-
ores), mientras que en se conoce a partir de la teoria del transporte radiativo.
Para encontrar todos los valores de An, consideramos primero un n suficiente-
mente elevado de manera que su espesor Sptico sea lo suficientemente pequeno
como para que podamos suponer que en = 1. Para este nivel An = 0. Para el
nivel n’ = n — 1 la sumatoria en la ecuacién anterior tiene un solo término, por
lo que podemos despejar An—1 y calcular su valor. Y asi sucesivamente, vamos
trabajando hacia abajo en la escala de niveles, hasta que hemos calculado el
valor de todos los An y de esta manera podemos calcular En, que es el espectro
de Lyman que escapa de la nebulosa.

De manera analoga podemos calcular el espectro de la serie de Balmer. Sea
Sn el numero de Hn generados en la recombinacién seguida de desexcitacién
radiativa. Suponemos que la nebulosa es transparente para la radiacién de la
serie de Balmer. El nimero total de Hn emitidos por la nebulosa serd

Kn=Sn+ Z Am Pm(Hn) (3.19)
Dado que estas ecuaciones son lineales en Rn, Sn, Jn, Kn, y An, los cilculos
suelen hacerse normalizados, por ejemplo, en funcién de S4.

3.4.2 Transporte radiativo en el He
3.4.3 Efecto de las colisiones en el He
3.4.4 El mecanismo de Bowen por fluorescencia resonante

3.5 El espectro continuo

Tres mecanismos diferentes contribuyen a la emisién de radiaciéon con un es-
pectro continuo en nebulosas ionizadas: (i) las recombinaciones o transiciones
libre-ligado; (ii) la radiacién de frenado, que ocurre en transiciones libre-libre;
(iii) el continuo de dos fotones, emitido en la desexcitacién radiativa del nivel
2s al nivel fundamental 1s, tanto en el H° como en el He® y en el Het.

3.5.1 Espectro continuo de recombinacion.

Id . 4 . ORI 2 . .
Cuando un electrén libre, con una energia cinética ™;—, se recombina al nivel

2 . e
mY_ . Este nivel se desexcitara

nl se emite un fotén con igual energia hy = ™



3.5. El espectro continuo 43

radiativamente mediante transiciones ligado-ligado, que dan lugar a lineas de
emisién. Debido a que los electrones libres tienen una distribucién continua
de energia cinética, dada por la funcién de Maxwell, la radiacién que se emite
en las recombinaciones también tendrd una distribucién continua, con saltos
correspondientes a cada uno de los niveles n. Asi, para el hidrégeno, se produce
un continuo en las recombinaciones a n = 1, con una distribucién de energia
por encima de 13.6 eV (912 A), otro en las recombinaciones a n = 2 con energfa
mayor o igual a 3.4 eV (3646 A), y asi sucesivamente, seguin los limites de energia
correspondientes a 13.6/n? eV, de las series de Lyman, Balmer, Paschen, Pfund,
etc. El coeficiente de emisién total debido a este proceso viene dado por

oo n—1

, d

Ju = —nH+ne E E von(H®, v) f(v )hu% (3.20)
n=1 [=0

donde la seccién eficaz de recombinacion al nivel nl, se obtiene a través de la
relacién de Milne®.

3.5.2 Espectro continuo de la radiacién de frenado.

El coeficiente de emisién del espectro continuo producido por la radiacién de
frenado en las interacciones libre-libre entre protones y electrones (seccién 4.6)
esta dado por

i 1 327%e*h <7rh1/1
Jv =

P
e S a5 | gpp ) e «Tgs(T, Z,v) (3.21)
donde g4¢(T, Z, v) es el factor de Gaunt® para la radiacién libre-libre.

3.5.3 Continuo de dos fotones

La desexcitacion radiativa entre los niveles 2s — 1s estd prohibida por la regla
de Laporte, ya que no conlleva cambio de momento angular orbital. Este pro-
ceso, ocurre mediante la emisién de dos fotones, cuya suma total de energia,
10.2 eV, es la energia de excitacién del nivel 2. Todas las recombinaciones a
niveles excitados del hidrégeno decaen finalmente al nivel 2s o al 2p, por lo que
el continuo de dos fotones es un proceso importante. Dado que el coeficiente
de Einstein del nivel 2s, Ay, ;, = 8.23 s~!, es varios 6rdenes de magnitud mas
pequeiio que para los otros niveles, este nivel se puede ver facilmente afectado

®Verner & Ferland (1996, ApJS, 103, 467) presentan los cdlculos més precisos de estas
secciones eficaces para los primeros 30 elementos quimicos.

6Los factores de Gaunt, que tienen valores cercanos a la unidad, proporcionan la correccién
cudntica debida a un tratamiento semiclasico del problema.
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por desexcitacion colisional al 2p. En el limite de baja densidad, donde estas
colisiones no son importantes, la ecuacién de poblacién del nivel 2s es

nH+nea§£f(H0, T) = nosAss s (3.22)

Mientras que en el caso en que las colisiones sean importantes,

N+ neagf:f(HO, T) = ngs <A23,13 + ng+ Cg;p + nngwp) (3.23)

ff

J7(H®,T) es el coeficiente de recombinacién efectiva al nivel 2s, y

donde o
Ht e . s oz Iy
Cis2p ¥ U549, los coeficientes de transicion al 2p por colisién con protones y
con electrones, respectivamente.
La funcién de distribucién de probabilidad, P(v), de que uno de los dos
fotones emitidos tenga una cierta energia es simétrica con respecto a la energia

mitad del nivel 2s, 5.1 V. El coeficiente de emisién para este proceso es

1
7.(2v) = En23A23’132h1/P(1/) (3.24)

Teniendo en cuenta las ecuaciones 3.22 y 3.23, este coeficiente de emisién se
expresa de manera general como

. 1
7.(2v) = EnHJ,ne'y,,(Ql/) (3.25)

3.5.4 Continuo nebular

De manera similar a la ecuacién 3.25, las ecuaciones 3.20 y 3.21 pueden sinte-
tizarse en una expresién general como

1
Jo(HT) = —np+ nev, (H®, T) (3.26)

Anilogamente al caso del hidrégeno, se pueden plantear ecuaciones similares
para los continuos nebulares emitidos por el He® y el He,

. 1
]V(Heo) = Eano ne'y,,(HeO, T) (3.27)

1
ju(Het) = ymuz o nev, (He™, T) (3.28)
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FIGURA 3.1— (a) Dependencia con la frecuencia de los continuos de recombinacién del
H®, He® y HeT, y del continuo de dos fotones, para un plasma a temperatura de 10*
K. (b) Dependencia de v,(H°,T) con la temperatura electrénica, para valores de T =
(4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20) x 10° K.
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En la Figura 3.1 se representan las funciones v, para las recombinaciones
del hidrégeno y del helio y para el continuo de dos fotones.

Comentarios a las dos graficas. Dependencia con la temperatura

Incluir una figura donde se muestre todo el espectro de recombinacion
de H y He, continuo y lineas, resultado de Cloudy isotermo. Hacerlo
para varias Te y comentarlo. Los modelos y figuras ya los hice para
probar el problema en NGC6543.



3.6. El espectro a longitudes de onda de radio

47

3.6 El espectro a longitudes de onda de radio
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3.7 Problemas y ejercicios.

3.7.1 Problema 1

Calcular el espesor 6ptico de las primeras 20 lineas de la serie de Lyman. Hacer
la representacion grafica. Usar 79 = 0.1, 1, 10.

303, mg
ao(Ln) = 22nl 1/2
o(Ln) 8 (271'/@T )
donde A,; es la longitud de onda de la transicién, y los demas pardmetros
tienen su significado habitual. Para una nebulosa limitada por radiacién, a una

Appis (3.29)

temperatura Te = 10* con un espesor éptico unidad en el limite de la serie,
7o = 1, se obtiene” Tpa = 10%, 7,8 = 103, ..., 7.8 = 100, 71,18 = 10,

"Usando la definicién de espesor ’optico (ec. 3.13).



